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3次体の整数底を決定する一方法（続）
一負判別式（IDI＜104）を持つ3次体一
新　井　正　夫
　判別式D（－20，000＜D＜0）をもつ，たがいに共役でない3次体のすべて
が1．O．　Angellによって計算されている（〔10〕，　D．　Shanks〔11〕）．筆者は
一10’＜D＜Oをみたす，たがいに共役でない3次体のすべて（1520個）をも
とめてみた，Dの範囲はAnge11がもとめたものの半分であるが，計算方法
については〔10〕を参照しなかった．1520個という個数はAngel1の結果と
一致している．Ange11は各3次体について，基本単数や類数も計算している
が，筆者はそれをしていない．筆者の用いた方法の特徴は，ひとことでいえば，
それが全く初等的であるという点にある．以下にはその計算方法と結果を，前
号の続きの形で記すことにする．
§8負判別式を持つ3次無理数の連分数展開
　Z‘∋（a，b，　c，　d）によって定まる多項式aX3＋bX　2＋cx＋dig　f＊（a，　b，　c，　d）
＝axs十bX2十cX十dと書く．
　補題1Z，∋（a，b，c，d），　alFOのとき，
　　　　∫（a，う，らd）＝・　9（X）＝Xs十bX2十acX十a2d
と，
　　　　f＊（a，b，　c，　d）＝9＊（x）＝・　axs十bX2十cx十d
との間に
　　　　9（α）＝＝・O←→9＊（α／a）　＝＝　O
の関係がある．
　証明　　9（α）／a2・…（α3＋ろα2＋acα＋a2d）／a2＝g＊（α／a）
　　　　　　　　　　　　　　－48一
となるから明らか．　層
　補題2M∋（a，b，　c，d），　a＞0，　D（a，b，　c，のく0のとき
　　　　　！＊（a，b，・，　d）ヨσ＊（X）＝aX　3＋うX　2＋cX＋d＝0
の実根をα＊とすれば，
　　　　　α＊＜0←→d＞0
　証明　a＞0より9＊（x）→o。　（x→。。），9＊（x）→一。。　（x→一。。）．
D（a，b，らd）＜0よりσ＊（X）＝0の実根は1つであるから，
　　　　　α＊＜0←→d　＝g＊（0）＞0　匿
　補題3M∋（a，b，　c，d），　a＞0，　d＞0，　D（a，b，　c，d）＜0とし，∫＊（a，b，　c，
d）＝0の実根をα＊＝α／aとする．
　　　　　（・’・・b’・　c’・・d’）・・（…b・・c・・d）・A…A　＝（iii｝〉婦細
ならば
　　　　　k＞α＊←→d’＞0
　証明　！＊（at，　b’，‘’，d’）＝g＊’（X）＝0の実根をα＊’＝α’／atとする．
　定理3により
　　　　　αノ＝・　－ka＋α，　at　＝a
であるから
　　　　　α＊’＝－k＋α＊
したがって，補題2により
　　　　　k＞α＊←→α＊’＜0←→d’＞0　　■
　定理17M∋（a，b，　c，　d），　a＞0，　d＞0，　D（a，b，　c，d）〈0とする．！＊（a，b，
c，d）＝＝　aX3＋bX　2＋cX＋d・＝Oの実根をα＊＝α／aとするとき，α＊の連分数
展開はつぎのようにして得られる．
⑧卜一珊縮li｝＞i－O，　－1，　－2，…
　　　　1をつくればdk＞0，　dk－、く0となるk≦0が存在する．
　　　　　　　　　　　　　　　－49一
　　　　　（・’・・b’・・c’・・d’）一（…b・　c・・d）A・B・　B－（1§li）
　　　　　をつくる．（このときat＝dk＞0，　d’＝・　a＞0）
（a’，b’，‘’，dノ）をあらためて（＊）における（a，b，C，　d）と考えなおし，同じ手順
をくり返す．r回のくり返しの結果，　k。，k、，……，k。．、が求まり，
　　　　　（a”，b”，　c”，d”）＝（a，b，　c，　d）Ak。BAk1B……Akr－iB，
　　　　　9（a”，b”，・”，d”）一（1，α”，β”）
となったとすれば，k。≦0，　k、，k，，……，fe。一、＜0で
　　（＊＊）。．－k。＋　　1　　，α＊〃一α〃／・〃
　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　k、十
　　　　　　　　　　　k、＋……
　　　　　　　　　　　　　十　　　1
　　　　　　　　　　　　　　k・一・・＋。♪
そしてP，＝［k。，……，k，一、］，qr＝［k、，　k、，……，kr－、］とするとき
　　　　　Pr／q。一→α＊（r－→∞）
　証明　dn　＝・　nSa＋π％＋nc＋d，　a＞0であるから，　n－→一〇Qのときdn
－→一。。．したがってdk＞0，　dk－、＜0となるk≦0が存在する．
　　　　　（ak，　b、，　Ck，　dk）＝（a，b，　c，　a）Ak，9（ak，　b、，　Ck，　d，）一（1，α、，βk），
　　　　　（a’，b’，‘’，d’）＝（a，　b，　c，　d）AkB，¢（a’，b’，　ct，d’）＝：（1，α’，β’）
とすれば，定理3により
　　　　　αk＝　－ka＋α，　ak＝a
また，
　　　　　（a’，　b’，c’，　dt）一（d，，　Ck，　bk，　ah），（1，α’，β’）＝＝（1，βk，αk）
であるから
　　　　　β’／d’　・・　ak／ak－－k＋（α／の　．°．α／a－　k＋（β’／の
α’ ﾀ’　・a’d’であるから
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・・一 ?|k＋。’｝。P・’一姻♂一卿〉・
これをくり返して（＊＊）が得られる．このとき，k，，k、，……，k，．．i＜0．なぜな
らk、＝0ならば，
　　　　　（at，b’，　ct，d’）＝（a，　b，　c，　d）AkoB
　　　　　（a”，b”s　c”，　d”）＝（a，　b，　c，　d）AkeBA－i＝（a’，ろノ，　c’，　d，）A『1
を考えれば，
　　　　　d”＝－aノ十bt－c’十d，＜0
一方，（dt，　ct，bt，　at）＝＝（a，b，‘，　d）Ak・より，
　　　　　（a、，b、，　C、，d、）＝（d’，C’，b’，　a「）A｝1＝（a，　b，　C，　d）Ako－i
を見ればk。の性質から
　　　　　d，＝－d’十cノ　－bノ十〆＜0
（1）
（2）
（1），（2）は矛盾である．ゆえにk、〈0，同様にk、，……，k，，一、＜0である．
　（＊＊）の右辺はPr　＝＝［k。，k、，……，k。－i］，　q，＝［k，，　k、，……，　k，－i］を用いて，
　　　　・・一絵篭三1
と書けるカ）ら（〔6〕p．152），
　　　　　争一・・一藷斎禦1）一％（，ii．li2」’4；：一．’1｝’q．一、）
9、＝1，9、－k、，q，一・k、k、＋1，……，　q、。＝k、n．、q、n－一、＋9、炉、，　q、。＋、＝k、nq、。＋
q2n－、，＿で，　k，，k、，…，kn，…〈0であるから，
　　　　　……＜q、。＜9、n－、＜…・・＜9、＜q、＜0〈1
　　　　　　＝・　q、＜q3＜……＜92n－、くq、n＋ユ＜……
となる．そしてα＊”＜0に注意すれば，
　　　　　ト蕩一・・ト1卯。鳶卯、ト1伍と、1≦尚
r－→。。のときIq，1－→。。であるから
　　　　　A／q．一→α＊（r－→。。）　■
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　二つの変数x，ツが1次変換
　　　　　・一£舞多・（abcd）∈・n2
によって結びつけられているとき，この変換をモジュラー変換という．モジュ
ラー変換の全体は群をつくる．それはIM、と同形である．一つのモジュラー
変換を定める皿、の元Xが，detX＝1であるかdetX・＝　－1であるかに従
って，もとのモジュラー変換をそれぞれ正のモジュラー変換，負のモジュラー
変換という．Kを代数体とする．　Kの二元ξ，ηがモジュラー変換
　　　　　・一謂・（abcd）∈…
によって結びつけられているとき，ηはモジュラー変換に関してξと対等であ
るといいξ～ηとかく．～はKの中での同値関係である　（〔6〕pp．206～
208）．
　定理18M∋（a，　b，　c，　d），（at，b’，　c「，d「）についてsc，（a，b，　c，　d）＝（1，α，β），
g（a’，b’，　ct，d’）＝（1，α’，β’）とするとき
　　　　　（a’，b’，ct，　d’）＝（a，b，　c，　d）Mr，　Mr＝Ak・BAk1B……Akr－・B∈⑤
ならば
　　　　　α’＿－q，一、・α／a＋　P．一、
　　　　　at　　qr・α／a－P。
ただし，11’γ　＝＝［ke，k、，……，kr－、］，　q，＝：［k，，k2，……，kr－、］
　証明　rに関する帰納法による．
　r＝1のとき，M、＝Ak・B，（a、，b、，　c、，d、）＝（a，　b，　c，　d）Ak・，9（a、，b、，　c、，d、）
＝（1，α、，β、）とすれば，定理3により，
　　　　　α、＝－k。a＋α
（at，b’，　ct，　d’）＝（a，　b，　C，　d）Ak・B＝（al，b、，6Pd、）B＝（d、，　C、，b、，　aユ）より，
　　　　　βt＝・α、＝＝－k。a＋α，　dt　．・a、　＝＝a
したがって，
　　　　　α’＿d’＿　a　＿　1　＿0・α／a＋1＿－q。・α／a＋P。
　　　　　atr　βノ　ーk。a＋α　一k。＋α／a　1・α／a－k。　q、・α／α一A
すなわちr＝1のとき定理は成り立つ．
　　　　　　　　　　　　　　－52一
rのとき成り立つと仮定し，r＋1のときにも成り立つことを示す．
rのとき成り立つから，
　　　（・）f（　・一一㌃1羨％等←・
r＋1のとき（a”，b”，　c”，　d”）＝（a，　b，　c，　d）Mr＋t＝（aノ，b’，　c「，　d’）Ak・B，9（a”，
btt，　c”，　d”）＝（1，α”，β”）とする．　r・＝1の場合に成り立つから，
　　　　　α”　　　　1
　　　　　a’t　α’／a’－kr
（＊）を代入して
　　　　　α”　　　　　　　　　　　　1
　　　　　a”　（－q。．、・α／a＋P，一、）／（qr・α／a－P。）－k．
　　　　　　　＿　　　一・q。・α／a＋Pr　　　＿－9。・α／a＋Pr
　　　　　　　　（q，一、＋9み）α／a－（P。．、＋ρ再）　q。．、・α／a－P。＋、
すなわちr＋1のときにも成り立つ．　■
　定理19M∋（a，b，　c，の，（a’，b’，　c「，d’）（ただしD（a，b，　c，　d）＜0，　D（a’，
b’，ct，　d’）＜0）について，！＊（a，　b，　c，　d）＝9＊（X）＝0の実根をα＊，ノ＊（at，ろノ，
c「 Cd’）＝g＊’（X）＝0の実根をα＊’とするとき，
　　　　　（a，b，c，　d）　N（a’，b’，‘’，d’）←→α＊～α＊’
　証明　⇒）定理18より明らか，
　〈：）α＊～α＊’のときα＊とα＊’とをそれぞれ定理17にしたがって連分数
展開すれば，それらの展開はついには一致する（〔6）定理2．11）から，（att，
b”，C’t，d）∈MとX，　Y∈⑤が存在して，
　　　　　（a，b，　C，　d）X＝＝（a”，b”，　C”，　d”），（at，b’，　ct，dノ）y－＝（a”，b，t，　C”，　d”）
となる．したがって，
　　　　　（a，b，　c，　d）一（a’，　b’，　c’，d’）yx“’，　YX“’∈⑤
すなわち，
　　　　　（a，b，らd）廻（a’，b’，　ct，　dt）
となる．　1
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§9　3次虚数のモジュラー変換に関する基本領域
　以下，§10の終りまでM∋（a，b，　c，d），　D（a，b，　c，d）＜0の場合，つまり
負判別式をもつ3次体についてのみ考察する．
　！（a，b，　c，の＝0の実根をα，虚根をαc＝α、十α2i，αo＝αrα2‘，　f（d，　c，
b，a）＝一　Oの実根をβ，虚根をβ，ニβ、＋β、i，β，　・βi一β，i（ただしα、＞0，
α，β。＝bl，β，　・・　ad）と書くことにする．
　　　　　！（a，b，　c，　d）＝（x一α）（x－crc）（x－drc），
　　　　　∫（d，c，う，の＝（X一β）（X一β，）（X一β。）
とも書ける．また，従来共役元の区別を考えず，g（a，b，c，　d）＝（1，α，β）と書
いてきたが，今後，実根と虚根とを区別して
　　　　　9r（a，b，c，　d）＝（1，α，β），9c（a，b，c，d）＝（1，α，，β，）
とかく．
　定理18系
　　　　　（a，b，　c，　d）　cs（a’，b’，ct，d’）
ならば
　　　　　α／a～α’／at，　α。／aNcr，7at
　　　　　β／d～β’／dノ，　　βc／d〆》β。’／d’
　ガウス平面の上半部をπf，下半部をπ”，全ガウス平面から実数軸を除いた
部分をπ＝π’）π”とかく．またπ∋ξとその複素共役ξの関係をξ～ξと
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c
かくとき，この関係～はπの中での同値関係であるが，これによるπの商
　　　　　　　　　c
集合をπ・＝π／～とかき，πの元をπ∋ξ＝X±ヅのようにかくことにする．
　　　m　　　　　　c　　　　　　　　　　　　－　　　　　　　　　　『　　　一
　補題A（〔6〕定理2．13）正のモジュラー変換とπ’を考える．また，〆
の部分集合
（G）一｛（x）・）ト告≦・〈券・〉・・
　　　　　　1・・＋・・i1≧・（1・＋炸・ならCま一去≦・≦・）｝
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を考える．πノの任意の数は（G）に属するある数と正のモジュラー変換に関
して対等である．（G）に属する二数は決して対等でない．
　証明　（〔6〕P．217参照）
補題B　正負のモジュラー変換とπを考える．πの任意の数は，前補題にお
ける（G）に属するある数とモジュラー変換に関して対等である．（G）に属
する二数は対等でない．
　証明　前補題に加えて，次のことを考慮に入れれば明らかである．
　正のモジュラー変換はπ「をπ’それ自身に変換し，負のモジュラー変換は
π’ �ﾎ”に変換する一（〔6〕p．216）．
　補題C　3次虚数は（G）の境界線上には存在しない．
　証明　ξを任意の3次虚数とし，
　　　　　Irr（ξ，　Q）＝f（X）＝＝X3＋IX　2十mX十n，　1，　m，　n∈Q
とする．f（X）＝Oの実根をηとすれば，
　　　　　ξ十ξ一1一η＝－1，　　ξξη＝－n
　（i）ξ＝一（1／2）＋yiとすればη＝－1一ξ一ξ＝－1＋1∈Qとなりf（X）
の既約性に反する．
　（ii）　1ξ1＝1　とすればξξ＝1，η＝－n∈Qとなり，これもf（X）の既約
性に反する．　■
　以上の三つの補題から直ちに次の補題Dが得られる．
　補題D　任意の3次虚数は，π’の部分集合
　　　　　（H）一｛（偽洲水卸〉・・　1・＋ル地＋o・iは・次麟｝
に属するある数とモジュラー変換に関して対等である．（H）に属する二数は
決して対等でない．一
　補題E　πの任意の3次数をξ，その複素共役をξとするとき，ξとξと
はモジュラー変換に関して対等でない．
　証明　（H）∋α，α～ξとすれば，明らかにtrA・ξ．また，領域（H）は虚数
軸に関して対称であるから一a∈（H）．前補題によりα十一aであるから，
α～ξ，d～ξ，　di～－blを考えれば，ξ十ξ．　■
　　　　　　　　　　　　　　－55一
　π∋α，βについて，
　　　　　α～β←→bl～β
が成り立つから，πの中にも“モジュラー変換に関して対等”という概念を自
然に定義できる．記号＝を用いてπ∋α，β，α＝βのようにかく．
　M∋（a，b，c，d），　D（a，b，c，d）〈0のとき，ξを／＊（a，b，　c，d）＝0の虚根と
すれば，ξはf＊（－a，一ろ，－c，－d）＝＝　Oの根でもあり，一ξは！＊（a，－b，
‘，－d）＝0および！＊（－a，b，－c，　d）　・＝　Oの根であるから，以降3次体K（a，
b，c，　d）というとき，　a＞0，　d＞0を仮定する．そしてπ∋ξ＝x±yiが既約
3次方程式f＊（a，b，　c，　d）＝o，　a＞O，　d＞0，　D（a，b，　c，　d）＜0の根であるとき，
ξのことを3次虚数と下線をつけて表わすことにする．ξが3次虚数である
とき，一ξは3次虚数ではない．なぜなら，一ξのみたす既約方程式を！＊
（a’，　bt，　c’，dt）＝0とすれば，　at〈0またはd’＜0となるからである．これら
のことを考慮すれば，補題D，Eから次の定理20が得られる．
　定理20　任意の3次虚数はπの部分集合
　　　　　（H）一｛（・s±・）ll・，，1＜e・　・＞e・　1・＋・il＞・・鋤・は亟劃
に属するある3次虚数とモジュラー変換に関して対等である．（H）に属する
二つの3次虚数は対等でない．
　証明　任意の3次虚数をξ＝x±ヅとすれば，補題Dによりξ＝x＋露は
（H）に属するある数α＝＝x、＋Y、iと対等である：ξ～α．したがって，　cr・・x、
±ツ、iが3次虚数であれば，ξ＝α，α∈（H）．αが3次虚数でなければ一α
が3次虚数で，ξ～－d，－di　＝－x、＋or、i∈（H）であるからξCt一α，一α∈（H）．
　つぎに（H）∋ξ，η，ξ≒η，ξcrtyとすれば，（H）∋ξ，η，ξ＝x＋yi，η＝ct＋
ヅゴとかくとき，補題Dによりξ十ηであるからξ～η．このときrp…v一η，－
ny　E1（H）であるからやはり補題Dによりξ＝一η．すなわちξ＝一η．ηと一η
は同時に3次虚数になり得ないから，これは不合理である．　■
　補題1M∋（a，　b，6，　d），　a＞0，　d＞0，　D（a，　b，らa）＜0，ψ．（a，∂，‘，の＝
（1，α，β），9。（a，b，c，　d）＝（1，α，，β，）（ただしα，＝α、＋α、i，β。　・＝　P、＋β、のと
する．このとき，
　　　　　　　　　　　　　　－56一
（・）1
（2）
（3）
　αe
－b＝α＋2α、
2α1＿＿う十α
1＞1←→1釧く1
）4（
（5）
（2）’　－6＝β＋2β、
　　　　　　　　　　　　　　　　　（皇）2＋（多）2－（％t・＋、2）2＋姦、
　　　　　（6）
　　　　　（・）（）2＋（　議。、　　　。＋％，β、
　証明　（1）はα。β，　＝ad“FOより直ちに得られる．
　　　①！（a，b，　c，　d）＝x3＋bX2＋acx＋a2d＝（x一α）（x一αc）（．x－ae）
より根と係数の関係から
　　　　　一b＝α＋α。＋α，＝α＋2α、
すなわち（2），（3）が成り立つ．同じく①より
　　　　　ac＝α（α。＋trc）＋α，ac＝2αα、＋α、2＋α、2
　　　　　　＝－2（b十2α1）α1十α12十α22＝α12十α22－（2αi十b／2）2十b2／4
すなわち（4），（5）が成り立つ．やはり①より
　　　　　一a2d・＝＝・aα，a，　＝α（α、2＋α22）＝一（b＋2α、）（α、2＋α、2）
すなわち（6），⑦が成り立つ．
　　　　　！（d，c，　b，の＝・X3＋cX　2＋bdX　＋　ad2　＝＝（X一β）（X一βc）（X一β，）
より上と全く同様に（2）t～（7）’が得られる．　國
　補題2M’∋（a，b，c，d），　a＞O，　d＞0，　D（a，b，c，d）＜0，9r（a，b，c，d）・・
（1，α，β），9c（a，b，　c，　d）＝（1，α，，β，）（ただしα，＝α、＋α、i，β，　＝・　Pi＋β、i）と
する．このとき，
　　　　　　　　　　　　　　　　一一57一
　a　　　　　　a
ac＝・2αα、＋α、2＋α22
÷一（÷）2＋（・）2－（
　　　 （・）’多一 2
－a2d・＝α（α、2＋α、2）
（・）・ ^一一‘壱β
（4）’　bd＝2ββ、十βi2十β22
％°・＋2宅）2＋叢、
（6y　－ad2＝β（β12十β22）
　　　　　　　1（（・一・・）・＋α22）1・・1＝＝多（（β一β・）・＋β・2）1β・1・一・V＝IZ5
　　　　　　　　（ただしD＝D（a，b，　c，d））
　証明
　　　　　　A－（1　α　　β1　α、＋α2f　β、＋β2i1α、一α、iβrβ、i）
とすれば
　　　　　　（det　A）2＝Z）（a，b，c，d）＝・1）
　　　　　　A・一（ii：1：）一（ii2？，｝1）・A
とすれば
　　　　　　（det　A’）2＝＝（（α一αエ）β2－（β一β、）α2）2＝（i／2）2（det　A）2＝－D／4
ゆえに，
　　　　　　ldetA’1＝V＝D／2
　一方，
　　　　　　β＝ad／α，β、＝adα、／（α、2＋α，2），β、＝－ada、／（α、2＋α、2）
であるから
　　　　　　ldetA’1＝＝Kα一α、）β2－（β一β、）α21
　　　　　　　　　　　＝1（α一α、）（一　adα、）／（α、2＋α22）
　　　　　　　　　　　　一（ad／α一adα、／（α、2＋α22））α、1
　　　　　　　　　　　＝ladα、（（α一α、）2＋α、2）／α（α、2＋α、2）1
補題1（6）によりad／α（α、2＋α、2）・．　－1／bが成り立つから，
　　　　　　ldetA’1＝1α2（α一α、）2十α22）／al
したがって
　　　　　　21α、1（（α一α、）2＋α22）／a＝V－D
双対的に，
　　　　　　21β、1（（β一β、）2＋β22）／d＝＝へ／－D　　　　　曜
　　　　　　　　　　　　　　　　　　一58一
　定理20における（H）を3次虚数のモジュラー変換に関する基本領域とい
う．またMの部分集合Dを
　　　　D＝｛（a，b，c，d）∈Mlf＊（a，b，c，　d）＝0は（H）内に根をもつ｝
によって定義する．
　補題3D∋（a，b，　c，d）ならば
　　　　（α一α、）・＋α、2〈V－D／3
　証明　前補題により
　　　　（α一α1）・＋α22　・aV＝万／（21α、D
D∋（a，b，　c，　d）であるから，図1から明らか
に，
　　　　　1α、1／a＞》百／2
したがって
　　　　（α一α、）2＋α22＜V＝b／3　■
　補題4D∋（a，b，　C，　d）ならば
　　　　0＜a〈2V－D／33
　証明　図1から明らかに
　　　　（α、／a）2＋（α、／a）2＞1，1α、／al〈1／2
したがって，前補題も用いれば，
　　　　α2－alα1十a2＜α2－2αα、十α、2十α22　＝（α一α、）2十α22＜》－D／3
α2－alαi＋aZ　・・（1α1－a／2）2＋3a2／4であるから，
　　　　3a2／4く》＝1）／3　　．・．　a〈2V＝b／33
　補題51）∋（a，b，　c，d）ならば，
　　　　c＜a十　《／－1）／3a2
　証明　D∋（a，b，c，　d）ならば補題3により，
　　　　（α一α1）2－十α22＜へ／－D／3
12α、1＜aであるから，
■
　　　（12α、【・＋（α一α、）・＋α22）／a〈a＋（（α一α、2）＋α、・）／a＜σ＋4－D／3a2
したがって，
　　①（（α一2αi）2＋2αα、＋α、2＋α22）／a＜a＋》－D／3〆
　　　　　　　　　　　　　－59一
一方，補題1（4）から，
　　　②c＝（2α、α＋α、2＋α22）／a
①，②により，
　　　　　c＜：a十　V－1）／3a2　　　■
　補題6D∋（a，　b，　c，d）ならば
　　　　　b2－3ac十3a2＜へ／－1）／3
　証明　補題1（2），（4）より，
　　　①一う＝α＋2α、
　　　②　　ac＝2ααi－eαr2十α22
①の両辺を2乗すればb2－（α＋2α、）2＝α2＋4αα、＋4α、2，また，②より　一3
ac＝－6αα一3α、2－3α22がigられる．これらから，
　　　③b2－3ac＝＝　cr2－2crαi＋α、2－3α22＝＝（α一α、）2－3α22
一方，V百／2＜1α、｝／aであるから3a2＜4α22．したがって③と補題3により，
　　　　　b2－3ac十3a2＜（α一α、）2十α22＜へ／－D／3　　0
　系D∋（a，b，C，d）ならば
　　　　　lbl＜2V＝D／3
　証明　b・＜》－D／3＋3a（c－a）．補題5によってc－a＜》－D／3a2．ゆえ
に，
　　　　　b2＜へ／－1）／3十3αへ／一、0／3a2＝＝　4～！－1）／3，　　．’．　　lbl＜2創一」〔）／3
　補題7　D∋（a，b，　c，　d）ならば，
　　　　　0＜d〈（2／27a2）（a3十（3　a　V＝5Tt））／2十（a2十V－3D）s！2）
　証明　D∋（a，b，　c，d）であるからd＞0．
　　　（＊）ξ＝（α一α、）2－1一α22
とおけばξは実数で，補題3によりξ＜》－D／3．補題1（6）より
　　　　　d・＝・一α（α、2＋α22）／a2
　この式からa，α、を定数とし，x，・yを変数とするR2からRへの関数
d（X，　y）をつくる：
　　　　　d（x，y）＝－x（α、2＋y2）／a2
　　　　　　　　　　　　　　－60一
（＊）からもα、，ξを定数，X，yを変数とする関係式
　　　　　F（x，ツ）＝（x一αt）2十こy2一ξ＝0
をつくり，条件F（x，or）＝一・Oのもとにd（x，　or）の最大値を求あることを考え
る．実際，d（x，　y）は，コンパクト集合｛（x，　or）∈R21F（x，　cr）＝0｝上の連続
関数となるから最大値は存在し，これは条件F（x，or）＝＝・Oのもとでの極値の
はずである．ラグランジュの乗数法を用いる．
　　　　　∂d／∂x－一（α、2＋cr2）／a2，　∂d／∂y－　－2xy／a2
　　　　　∂F／∂¢＝2⑰一α、），　　　∂F／∂y＝2y
であるから
　　　　　　一（α、2＋y2）／a2＝R・2（x一α、）　 ｛
　　　　　　－2ぼツ／a2・＝2・2ツ
　　　　　　（x一α、）2→－y2一ξ＝O
よりえ，orを順次消去すれば，
　　　　　α、2＋Pt2＝　2x（x一α、）
　　　　　3x2－4α、x一ξ＝0，　　　x＝＝（2α、±へ／4α、2十3ξ）／3
d（X，y）は（X。，y。）において最大値d（X。，　b，。）をとるものとすれば，
　　　　　x。＝・（2α、一》4αユ2十3ξ）／3
そして，
　　　　　d≦4＠。，ッ。）一一x。（α、2＋y。2）／aZ　・＝・－2x。2（x。一α、）／a2
　　　　　　　　　　　＝－2（x。s一α、x。2）／a2＝－2（（4α、2＋3ξ）x。＋α、ξ）／9a2
　　　　　　　　　　　＝2（－8α、3－9α、ξ十（4α、2十3ξ）3！2）／27a2
21α、1＜a，ξ＜》－D／3であるから，
　　　　　d＜2（aS一ト9aξ／2＋（a2＋3ξ）3！2）／27a2
　　　　　　〈（2／27a2）（a3十（3　aへ／－31））／2十（a2十へ／－3L））3！2）　　　墨
　補題81）∋（a，b，　c，　d）ならば，
　　　　　b＞－a，　d＞b－a，　c＞－ibl
　証明　補題1（3）により2α、／a＝　一（b＋α）／a・また・三・／a∈（旦）である
から1α、／a【＜1／2．ゆえにKう＋α）／al＜1．前節補題2によりα／a＜0・これ
らから，
　　　　　　　　　　　　　　　－61一
　　　　　一1＜（b＋α）／a＜b／a，　b＞－a
　また，補題1（7）と（H）の定義により，
　　　　　d／（b＋2α、）＝（α、／の2＋（α、／a）2＞1
これより，
　　　　　d＞b＋2α、≧b－12α、1＞b－a
っぎに，補題1（5）より，
　　　　　c／a＝（α、／α）2＋（α、／の2－（（2α、／の＋（b／2の）2＋（b2／4a2）
　　　　　　　＞1－（（2αコ／a）十（b／2a））2十（b2／4a2）
すなわち，
　　　　　c＞a－a（（2α1／a）十（b／2a））2十（b2／4a）＞a－a（1十（lbl／2a））2
　　　　　　十（b2／4a）＝＝－lb］　　　■
　補題4～補題8から直ちに次の定理が得られる．
　定理21正数2＞が与えられたとき，－N＜1）K＜0をみたすたがいに非共
役な3次体をすべてもとめるには，つぎの条件（＊）をみたす（a，b，　c，　d）∈M
のうちから（a，b，c，d）∈Dで0（a，b，c，d）がK（a，b，　c，　d）の整数環であ
るものをえらび出せばよい．
・り
　定理22M∋（a，b，　c，d），9r（a，b，　c，d）＝（1，α，β）とする．このとき，
　　　　　（a，b，c，　d）∈Dまたは（d，　c，b，　a）∈D
であるためには，
　　　　　1（b＋α）／al＜1かつ1（c＋β）／dl＜1
が成り立つことが必要十分である．
　証明　⇒）．（a，b，　C，d）∈Dまたは（d，　C，b，の∈Dであれば郵／a∈（旦）
またはβ，／d∈（H）であるから，
　　　　　　　　　　　　　　　－62一
　　　　　1α1／al＜1／2，　　1βi／d1〈1／2
補題1（3）により
　　　　　2α1／a＝一（b十α）／a，　　2βエ／d　＝＝一（c十β）／d
ゆえに
　　　　　i（b＋α）／al＜1，　1（c＋β）／dl＜1
　ぐ）・1（b＋α）／a1＜1，　Ko＋β）／dl〈1であれば，
補題1（3）により，
　　　①1α、／al＜1／2，1β、／d【〈1／2
＿一禔Cα，βe／ad＝1であるから，
　　　②｝α。／a】＞1または1βe／dl＞1
①，②により，
　　　　　（a，b，　c，　d）∈Dまたは（d，　c，　b，の∈D　■
　補題9（1）D∋（a，b，　c，d），　a＋c＞ろ＋dならば，
　　　　　2a＞b，　c＞0
　（2）D∋（a，　b，　c，　d），a＋c＜b十dならば，
　　　　　2d＞c，　b＞0
　証明　（1）σ＊（X）＝aX3＋bX　2＋cX＋d　とすれば，
＋d〈0，9＊（α／a）＝0，9＊（0）＝d＞0であるから，
　　　①一1＜α／a＜0
αβ＝adであるから，
　　　②　β／dく一1
定理22により1（b＋α）／al＜1，1（c＋β）／dl＜1であるから，
　　　③b／a＜1一α／a
　　　④c／d＞－1一β／d
①，③よりb＜2a．②，④よりc＞0
　（2）（1）と双対的に証明される．　屡
それを定理23としてまとめておく．
　　　　　　　　　　　　　　　－63－一
9＊（－1）＝－a十b－c
定理22と補題9を用いれば，定理21に述べられていることを実行できる．
　定理23正数2Vがあたえられたとき，－N＜1）K〈0をみたすたがいに共
役でない3次体を定める（a，b，　c，d）∈Mをすべてもとめるには以下のように
すればよい．条件
／・）
をみたす（a，b，c，　d）∈M，9r（a，b，c，　d）＝（1，α，β）について，
　（1）a＋c＞b＋dか　α十c〈b＋dかをしらべる．
　（2）a＋c＞b＋d　のとき，条件，
　　　　　2a＞b，　c＞o，1（b＋α）／a］＜1，1（c＋β）／di〈1
をみたすとき，（a，　b，C，d）を記録する（このとき，（a，b，C，　d）∈D，（d，C，b，
の∈Dのどちらが成り立つかは明らかでないが，一方は成り立つ）．
　（3）a十c〈b＋d　のとき，条件，
　　　　　2d＞c，　b＞0，1（b＋α）／al＜1，1（c＋β）／dl＜1
をみたし，さらに，（d，C，　b，　a）をあらたあて（a，b，C，d）とおきなおしたもの
が，はじめの条件（＊）をみたさないときにかぎり（これは（2）で記録したもの
との重複をさけるたあ），（a，b，　C，d）を記録する（このとき（a，b，‘，d）∈P）．
　（4）記録された（a，b，c，　d）の中から，　Oκ＝0（a，b，　c，d）であるような（a，
b，c，d）を，定理12を用いてえらび出す．一
§10判別式D（－104＜D＜0）をもつ3次体をすべてもとめる
　　　計算の実行
　さて，－10‘＜D＜0をみたす非共役な3次体をすべてもとめ，Dの大きさ
の順に並べてみよう．これを計算機に行わせるには，以下のようにすればよい．
／・）
o慧撫i舞嚇言＿。。v．3，），i，）
　　　　　　　　　　　　　　　－64－一
をみたす（a，b，　c，d）∈Z4の中から，以下（1）～（5）の順序で（a，ろ，　c，d）をえ
らび出す．
　（1）D＝D（a，b，　c，d）を計算し一104＜D＜0をみたす（a，b，c，d）のみを
残す．
　（2）（1）で残った（a，b，c，d）について，　a＋c＞b＋dのときは2a＞b，　c＞0
をみたす（a，b，　c，　d）を残し，　a＋c＜b＋dのときは2d＞c，　b＞0をみたし，
かつ，（d，　C，b，a）をあらためて（a，b，C，　d）とおきなおしたものが，はじめの
条件（＊）をみたさないときに（a，b，　C，　d）を残す．
　（3）（2）で残った（a，b，　c，d）について，　f＊（a，b，　c，d）＝0の実根を連分数で
計算し（定理17），その過程でgM∈⑤，（at，　b’，　ct，　d’）＝（a，　b，　c，　d）M，　d’＝
0となれば／（a，b，　c，d）はQ上可約であるから（定理16），除外する．（こ
のとき，！＊（α，b，　c，　d）＝oの実根α／aは有限連分数で表わされ，α／a　・＝　Pr／qr
と書けるが（定理10），Lam6の定理（〔12〕P．43）によりr＜4．8109、。a＋1
である．したがって，たかだか［4．8109、。a＋1］回の互除計算でd’＝0とな
らなければ，f（a，b，　C，d）はQ上既約である）β＊＝β／a＝a／αであるから，
　　　　　i（b＋α）／al＜1かつ1（c＋β）／dl＜1
が成り立つか否かの判定ができ，成り立つ場合（a，b，　C，d）を残す．
　（4）（3）で残った（a，b，c，　d）について，　D（a，b，c，d）の最大平方素因数グ
をもとめ，
　　　　　（・…b…c…d・）一　（…b・・c・・d）A・・（一縮；i｝）
をつくり，0≦i〈Pをみたすすべての（偏6‘，％4∂に対し，作用Rp，作用
Sp，作用Tpのいずれの作用も可能でない場合に限り，（a，　b，　c，　d）を残す
（定理12）．
　（5）（4）で残った（a，b，c，d）のすべてを判別式D＝＝D（a，b，　c，d）の大きさ
の順に並べかえる．一
　このようにして得られたすべての（a，b，c，d）が一10‘＜D〈0をみたす，
　　　　　　　　　　　　　　－65一
たがいに共役ではない3次体K（a，b，c，d）とその整数環0（a，b，　c，d），整数
底g（a，b，C，　d）をあたえる．
　最後に，電卓（キャノーラ300）を用いて実際に計算して得た結果をかかげ
る．作ったプログラムは単純，素朴なものであり，計算所要時間は約180時間
であった．たとえば，f＊（a，b，c，d）＝0の実根の計算，／（a，b，c，d）の既約性
の判定などについては，時間的能率のよい方法がいろいろ考えられると思うが，
筆者は定理17，定理16をそのままの形で用いるプログラムをつくった．また，
学習院大学計算機センターのMELCOM　7700で検算をしてみた．こちらの
プログラムも単純なもので，所要時間は62分であった．
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